
＜ 三角関数と双曲線関数の融合域（その４８）＞ 

                            

極限公式を新たに四つ見出したので下方に青色式で示す。 

なお、同公式は多く出すぎたため、今回のものに関係ないグループは略した。関係のあるグループは過去のも

のをすべて示した。 

 

以降において、L(-1)、L(1)、L(2)、φ(0)は次の通り。 

 

L(-1)＝“1 -3 +5 -7 +-・・”＝0 

L(1)＝1 -1/3 +1/5 -1/7 +-・・＝π/4 

L(2)＝1 -1/32 +1/52 -1/72 +-・・＝非明示（カタランの定数） 

 

φ(0)＝“1 -1 +1 -1 +-・・”＝1/2 

 

注意：ここでφ(s)はφ(s)＝1 -2-s +3-s -4-s +5-s -6-s +-・・＝(1-21-s)ζ(s)である。よって例えば s＝-1のとき、 

φ(-1)＝“1 -2 +3 -4 +-・・”＝(1-22)ζ(-1)＝1/4 となる。ζ(-1)＝-1/12を用いた。 

 

以降では、双曲線関数 sinh, cosh, tanhはそれぞれ sh, ch, thと略記した。例えば、sh2aは sinh(2a)のこ

とである。aは任意の実数である。tan-1, th-1はそれぞれ arctan,arctanhである。log は自然対数、eは自然対

数の底。sin, cos, tanは通常の表記である。 

 

なお、limでの a->+0は aをプラス側から 0に近づける意味であり、a->±0は aをプラス側,マイナス側どち

らから 0に近づけてもＯＫの意味である。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

＜ 極限公式 ＞ 

◆L(2)極限公式 

 

    L(2)＝lim  
a→±0

a (tan−1 (
1

sha
) + tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh5a
) + tan−1 (

1

sh7a
) +・・)  ---＜S１＞ 

 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a2 (
2

ch2a
+

4

ch4a
+

6

ch6a
+

8

ch8a
+・・)      ----＜S１－２＞ 

 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a2 (
1

cha
+

3

ch3a
+

5

ch5a
+

7

ch7a
+・・)      ----＜S１－３＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

a (tan−1 (
cha

sha
) + tan−1 (

cha

sh3a
) + tan−1 (

cha

sh5a
) + tan−1 (

cha

sh7a
) +・・) --＜S１－４＞ 

 



L(2)＝lim  
a→±0

2a (tan−1 (
cha

sh2a
) + tan−1 (

cha

sh6a
) + tan−1 (

cha

sh10a
) + tan−1 (

cha

sh14a
) +・・) --＜S１－５＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

a (tan−1 (
cosa

sha
) + tan−1 (

cosa

sh3a
) + tan−1 (

cosa

sh5a
) + tan−1 (

cosa

sh7a
) +・・)   --＜S１－６＞ 

 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a (tan−1 (
sha

cha
) + 3tan−1 (

sha

ch3a
) + 5tan−1 (

sha

ch5a
) + 7tan−1 (

sha

ch7a
) +・・) --＜S１－７＞ 

 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a (th−1
(

sina

cha
) + 3th−1

(
sina

ch3a
) + 5th−1

(
sina

ch5a
) + 7th−1

(
sina

ch7a
) +・・) --＜S１－８＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

2a (tan−1 (
cha

sh4a
) + tan−1 (

cha

sh8a
) + tan−1 (

cha

sh12a
) + tan−1 (

cha

sh16a
) +・・)  --＜S１－９＞ 

 

 L(2)＝ lim  
a→±0

2a2 (
1

ch3a
+ 2

ch5a
+ 3

ch7a
+ 4

ch9a
+ 5

ch11a
+ 6

ch13a
+・・)  ----＜S１－１０＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

a

2
(tan−1 (

1

sha
) + tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh4a
) +・・)  --＜S１－１１＞ 

 

 

◆
𝜋

4
極限公式 (L(1)極限公式) 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0

a

2
(

1

cha
+

1

ch2a
+

1

ch3a
+

1

ch4a
+・・)       ----＜S４－１＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
a (

1
cha

+ 1
ch3a

+ 1
ch5a

+ 1
ch7a

+・・)        ----＜S４－２＞ 

 

   
𝜋

4
＝ lim  

a→+0
a2 (

2sh2a

ch22a
+

4sh4a

ch24a
+

6sh6a

ch26a
+

8sh8a

ch28a
+・・)   ---＜S４－３＞ 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2a (

cha
ch2a+cha

+ ch3a
ch6a+cha

+ ch5a
ch10a+cha

+ ch7a
ch14a+cha

+・・)  --＜S４－４＞ 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

sha

ch2a
) + tan−1 (

sha

ch6a
) + tan−1 (

sha

ch10a
) + tan−1 (

sha

ch14a
) +・・) --＜S４－５＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh5a
) − tan−1 (

1

sh7a
) + −・・)  --＜S４－６＞ 

 



   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
4 (tan−1 (

sha

ch4a
) + tan−1 (

sha

ch12a
) + tan−1 (

sha

ch20a
) + tan−1 (

sha

ch28a
) +・・) --＜S４－７＞ 

 

     
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2a (

ch2a
ch4a+cha

+ ch4a
ch8a+cha

+ ch6a
ch12a+cha

+ ch8a
ch16a+cha

+・・)    ----＜S４－８＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

cosa

sha
) − tan−1 (

cosa

sh3a
) + tan−1 (

cosa

sh5a
) − tan−1 (

cosa

sh7a
) + −・・)  --＜S４－９＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

sha

ch4a
) + tan−1 (

sha

ch8a
) + tan−1 (

sha

ch12a
) + tan−1 (

sha

ch16a
) +・・) --＜S４－１０＞ 

 

     
𝜋

4
＝lim  

a→+0
a2 (

sh2a
ch4a+cos2a

+ 2sh3a
ch6a+cos2a

+ 3sh4a
ch8a+cos2a

+ 4sh5a
ch10a+cos2a

+・・)  ---＜S４－１１＞ 

 

    
𝜋

4
＝lim  

a→+0
a2 (

sh2a
ch4a+1

+ 2sh3a
ch6a+1

+ 3sh4a
ch8a+1

+ 4sh5a
ch10a+1

+・・)         ---＜S４－１２＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2(tan−1(e−a) − tan−1(e−3a) + tan−1(e−5a) − tan−1(e−7a) + −・・)   --＜S４－１３＞ 

 

  
𝜋

4
＝ lim  

a→+0
a2 (

sha

ch2a
+

3sh3a

ch23a
+

5sh5a

ch25a
+

7sh7a

ch27a
+・・)       ---＜S４－１４＞ 

 

     
π

4
＝lim  

a→+0
2a (

sina・sha

ch2a+cos2a
+

3sina・sh3a

ch6a+cos2a
+

5sina・sh5a

ch10a+cos2a
+

7sina・sh7a

ch14a+cos2a
+・・)  ---＜S４－１５＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
2(cosa・tan−1(e−a) − cos3a・tan−1(e−3a) + cos5a・tan−1(e−5a) − cos7a・tan−1(e−7a) + −・・)  --＜S４－１６＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
4 (tan−1 (

sha

ch8a
) + tan−1 (

sha

ch16a
) + tan−1 (

sha

ch24a
) + tan−1 (

sha

ch32a
) +・・) --＜S４－１７＞ 

 

 
𝜋

4
＝lim  

a→+0
8 (tan−1 (

sha

ch16a
) + tan−1 (

sha

ch32a
) + tan−1 (

sha

ch48a
) + tan−1 (

sha

ch64a
) +・・) --＜S４－１８＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
16 (tan−1 (

sha

ch32a
) + tan−1 (

sha

ch64a
) + tan−1 (

sha

ch96a
) + tan−1 (

sha

ch128a
) +・・) --＜S４－１９＞ 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
4a (

ch2a

ch4a+cha
+

ch6a

ch12a+cha
+

ch10a

ch20a+cha
+

ch14a

ch28a+cha
+・・)  ---＜S４－２０＞ 



 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
8a (

ch4a

ch8a+cha
+

ch12a

ch24a+cha
+

ch20a

ch40a+cha
+

ch28a

ch56a+cha
+・・)  ---＜S４－２１＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
16a (

ch8a

ch16a+cha
+

ch24a

ch48a+cha
+

ch40a

ch80a+cha
+

ch56a

ch112a+cha
+・・)  ---＜S４－２２＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  ---＜S４－２３＞ 

 

 

◆ φ(0)＝1/2極限公式  

   1/2＝ lim  
a→+0

a (
1

ch2a
+

1

ch23a
+

1

ch25a
+

1

ch27a
+・・)      ----＜T１－２＞ 

 

   1/2＝ lim  
a→+0

a

2
(

1

ch2a
+

1

ch22a
+

1

ch23a
+

1

ch24a
+・・)      ----＜T１－３＞ 

 

   1/2＝ lim  
a→±0

2 (
1

cha
−

2

ch2a
+

3

ch3a
−

4

ch4a
+ −・・)       ----＜T１－４＞ 

 

 

◆ L(−1)＝0極限公式  

   0＝ lim  
a→±0

1

a
(

1

cha
−

3

ch3a
+

5

ch5a
−

7

ch7a
+ −・・)      ----＜U２－１＞ 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

上記の四つの青色式が得られた。Wolfram Alpha での数値検証でも式の成立を確認している。 

 

L(-1)＝0という自明な零点の極限公式が得られたのは、はじめてである。 

得られた四式を並べよう。 

 

L(2)＝lim  
a→±0

a

2
(tan−1 (

1

sha
) + tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh4a
) +・・)  --＜S１－１１＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  ---＜S４－２３＞ 

 



   1/2＝ lim  
a→±0

2 (
1

cha
−

2

ch2a
+

3

ch3a
−

4

ch4a
+ −・・)       ----＜T１－４＞ 

 

   0＝ lim  
a→±0

1

a
(

1

cha
−

3

ch3a
+

5

ch5a
−

7

ch7a
+ −・・)      ----＜U２－１＞ 

 

 どの式もシンプルですばらしい。L(2)式やπ/4式は（上方で示したように）これまで大量の極限公式を得て

きたが、まだこんなに簡明なものがあったとは驚きである。 

 

さて、ここで＜Ｓ４－２３＞の証明を以下に示す。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

＜Ｓ４－２３＞の証明 

次式からスタートする。この交代級数の変形を行っていく。 

 

1

2
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  

 

＜ゼータの香りの・・（その３８１）＞の深フーリエ級数の[5]で xにπ/2を代入した結果を、上記の各項に

適用し、ひたすら級数を縦に足し算する形で変形していく（１３年前のこちらの 2012/8/16の[導出]と同種の

方法）。その結果、次となる。 

 

1

2
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  

＝
1

ea+1
−

1

3(e3a+1)
+

1

5(e5a+1)
−

1

7(e7a+1)
+ −・・ 

                                                           (a > 0) 

 ここで（aは正の実数なので）aを+側から 0に近づけていくと、右辺は 1/2(1-1/3+1/5-1/7+-・・)となり、これは

(1/2)(π/4)であるから、よって整理して目的の＜Ｓ４－２３＞に到達した。 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  ---＜S４－２３＞ 

 

終わり。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

  このようにして＜Ｓ４－２３＞が得られた。他式も類似の方法で得られる。 

 

 

最後に、気になる点や想うことなど述べておく。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

●＜Ｓ４－２３＞の証明は上記の通りであるが、ポイントは次の恒等式にある。 

https://ikuro-kotaro.sakura.ne.jp/koramu2/47767_z6.pdf
http://www5b.biglobe.ne.jp/~sugi_m/page218.htm


 

1

2
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  

＝
1

ea+1
−

1

3(e3a+1)
+

1

5(e5a+1)
−

1

7(e7a+1)
+ −・・ 

 

 これが求まれば＜Ｓ４－２３＞まではすぐである。じつは上式は２年近く前にノートに出していた。しかし

そのときはここから極限公式へと続く道に気づかなかった。その頃は上式のような面白い恒等式が出たことで

満足していたのである。極限公式に意識が向き始めるのはもっと後のことである。 

人間がなにかを見る(観る)場合、意識して見ないと、目の前に金塊があっても気づかない。これはいつも本

当によく感じることである。私たちは見ているようでじつは何も見ていない。 

私にとって数学を進めるとは、目の前を覆っている偏見(固定観念)というベールをはがしていく作業に他な

らない。 

 

 

●π/4極限公式から次の二式を眺めよう。 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh5a
) − tan−1 (

1

sh7a
) + −・・)  --＜S４－６＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  ---＜S４－２３＞ 

 

 眺めているだけでふしぎを感じる。aは 0とはできないが、0に+側から近づいていくとπ/4に収束する。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 
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