
＜ 三角関数と双曲線関数の融合域（その５１）＞ 

                            

極限公式を新たに四つ見出したので下方に青色式で示す。 

なお、同公式は多く出すぎたため、今回のものに関係ないグループは略した。関係のあるグループは過去のも

のをすべて示した。また、従来と若干書き方を同値的に変えた式がある（例えば、e-aを 1/eaなどとした）。 

 

以降において、L(1)、L(2)、ζ(3)は次の通り。 

L(1)＝1 -1/3 +1/5 -1/7 +-・・＝π/4 

L(2)＝1 -1/32 +1/52 -1/72 +-・・＝非明示（カタランの定数） 

ζ(3)＝1 +1/23 +1/33 +1/43 +・・＝非明示 

 

以降では、双曲線関数 sinh, cosh, tanhはそれぞれ sh, ch, thと略記した。例えば、sh2aは sinh(2a)のこ

とである。aは任意の実数である。tan-1, th-1はそれぞれ arctan,arctanhである。logは自然対数、eは自然対

数の底。sin, cos, tanは通常の表記である。 

 

なお、limでの a->+0は aをプラス側から 0に近づける意味であり、a->±0は aをプラス側,マイナス側どち

らから 0に近づけてもＯＫの意味である。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

＜ 極限公式 ＞ 

◆L(2)極限公式 

    L(2)＝lim  
a→±0

a (tan−1 (
1

sha
) + tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh5a
) + tan−1 (

1

sh7a
) +・・)  ---＜S１＞ 

 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a2 (
2

ch2a
+

4

ch4a
+

6

ch6a
+

8

ch8a
+・・)      ----＜S１－２＞ 

 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a2 (
1

cha
+

3

ch3a
+

5

ch5a
+

7

ch7a
+・・)      ----＜S１－３＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

a (tan−1 (
cha

sha
) + tan−1 (

cha

sh3a
) + tan−1 (

cha

sh5a
) + tan−1 (

cha

sh7a
) +・・) --＜S１－４＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

2a (tan−1 (
cha

sh2a
) + tan−1 (

cha

sh6a
) + tan−1 (

cha

sh10a
) + tan−1 (

cha

sh14a
) +・・) --＜S１－５＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

a (tan−1 (
cosa

sha
) + tan−1 (

cosa

sh3a
) + tan−1 (

cosa

sh5a
) + tan−1 (

cosa

sh7a
) +・・)   --＜S１－６＞ 

 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a (tan−1 (
sha

cha
) + 3tan−1 (

sha

ch3a
) + 5tan−1 (

sha

ch5a
) + 7tan−1 (

sha

ch7a
) +・・) --＜S１－７＞ 



 

  L(2)＝ lim  
a→±0

a (th−1
(

sina

cha
) + 3th−1

(
sina

ch3a
) + 5th−1

(
sina

ch5a
) + 7th−1

(
sina

ch7a
) +・・) --＜S１－８＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

2a (tan−1 (
cha

sh4a
) + tan−1 (

cha

sh8a
) + tan−1 (

cha

sh12a
) + tan−1 (

cha

sh16a
) +・・)  --＜S１－９＞ 

 

 L(2)＝ lim  
a→±0

2a2 (
1

ch3a
+ 2

ch5a
+ 3

ch7a
+ 4

ch9a
+ 5

ch11a
+ 6

ch13a
+・・)  ----＜S１－１０＞ 

 

L(2)＝lim  
a→±0

a

2
(tan−1 (

1

sha
) + tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh4a
) +・・)  --＜S１－１１＞ 

 

L(2)＝lim  
a→+0

2a (tan−1 (
1

ea) + tan−1 (
1

e3a) + tan−1 (
1

e5a) + tan−1 (
1

e7a) +・・)  --＜S１－１２＞ 

 

◆
𝜋

4
極限公式 (L(1)極限公式) 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0

a

2
(

1

cha
+

1

ch2a
+

1

ch3a
+

1

ch4a
+・・)       ----＜S４－１＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
a (

1
cha

+ 1
ch3a

+ 1
ch5a

+ 1
ch7a

+・・)        ----＜S４－２＞ 

 

   
𝜋

4
＝ lim  

a→+0
a2 (

2sh2a

ch22a
+

4sh4a

ch24a
+

6sh6a

ch26a
+

8sh8a

ch28a
+・・)   ---＜S４－３＞ 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2a (

cha
ch2a+cha

+ ch3a
ch6a+cha

+ ch5a
ch10a+cha

+ ch7a
ch14a+cha

+・・)  --＜S４－４＞ 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

sha

ch2a
) + tan−1 (

sha

ch6a
) + tan−1 (

sha

ch10a
) + tan−1 (

sha

ch14a
) +・・) --＜S４－５＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh5a
) − tan−1 (

1

sh7a
) + −・・)  --＜S４－６＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
4 (tan−1 (

sha

ch4a
) + tan−1 (

sha

ch12a
) + tan−1 (

sha

ch20a
) + tan−1 (

sha

ch28a
) +・・) --＜S４－７＞ 

 

     
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2a (

ch2a
ch4a+cha

+ ch4a
ch8a+cha

+ ch6a
ch12a+cha

+ ch8a
ch16a+cha

+・・)    ----＜S４－８＞ 

 



𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

cosa

sha
) − tan−1 (

cosa

sh3a
) + tan−1 (

cosa

sh5a
) − tan−1 (

cosa

sh7a
) + −・・)  --＜S４－９＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

sha

ch4a
) + tan−1 (

sha

ch8a
) + tan−1 (

sha

ch12a
) + tan−1 (

sha

ch16a
) +・・) --＜S４－１０＞ 

 

     
𝜋

4
＝lim  

a→+0
a2 (

sh2a
ch4a+cos2a

+ 2sh3a
ch6a+cos2a

+ 3sh4a
ch8a+cos2a

+ 4sh5a
ch10a+cos2a

+・・)  ---＜S４－１１＞ 

 

    
𝜋

4
＝lim  

a→+0
a2 (

sh2a
ch4a+1

+ 2sh3a
ch6a+1

+ 3sh4a
ch8a+1

+ 4sh5a
ch10a+1

+・・)         ---＜S４－１２＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

1

ea) − tan−1 (
1

e3a) + tan−1 (
1

e5a) − tan−1 (
1

e7a) + −・・)   --＜S４－１３＞ 

 

  
𝜋

4
＝ lim  

a→+0
a2 (

sha

ch2a
+

3sh3a

ch23a
+

5sh5a

ch25a
+

7sh7a

ch27a
+・・)       ---＜S４－１４＞ 

 

     
π

4
＝lim  

a→+0
2a (

sina・sha

ch2a+cos2a
+

3sina・sh3a

ch6a+cos2a
+

5sina・sh5a

ch10a+cos2a
+

7sina・sh7a

ch14a+cos2a
+・・)  ---＜S４－１５＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
2(cosa・tan−1(e−a) − cos3a・tan−1(e−3a) + cos5a・tan−1(e−5a) − cos7a・tan−1(e−7a) + −・・)  --＜S４－１６＞ 

 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
4 (tan−1 (

sha

ch8a
) + tan−1 (

sha

ch16a
) + tan−1 (

sha

ch24a
) + tan−1 (

sha

ch32a
) +・・) --＜S４－１７＞ 

 

 
𝜋

4
＝lim  

a→+0
8 (tan−1 (

sha

ch16a
) + tan−1 (

sha

ch32a
) + tan−1 (

sha

ch48a
) + tan−1 (

sha

ch64a
) +・・) --＜S４－１８＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
16 (tan−1 (

sha

ch32a
) + tan−1 (

sha

ch64a
) + tan−1 (

sha

ch96a
) + tan−1 (

sha

ch128a
) +・・) --＜S４－１９＞ 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
4a (

ch2a

ch4a+cha
+

ch6a

ch12a+cha
+

ch10a

ch20a+cha
+

ch14a

ch28a+cha
+・・)  ---＜S４－２０＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
8a (

ch4a

ch8a+cha
+

ch12a

ch24a+cha
+

ch20a

ch40a+cha
+

ch28a

ch56a+cha
+・・)  ---＜S４－２１＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
16a (

ch8a

ch16a+cha
+

ch24a

ch48a+cha
+

ch40a

ch80a+cha
+

ch56a

ch112a+cha
+・・)  ---＜S４－２２＞ 



- 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
(tan−1 (

1

sha
) − tan−1 (

1

sh2a
) + tan−1 (

1

sh3a
) − tan−1 (

1

sh4a
) + −・・)  ---＜S４－２３＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

1

ea) − tan−1 (
1

e2a) + tan−1 (
1

e3a) − tan−1 (
1

e4a) + −・・)  ---＜S４－２４＞ 

 

◆log2 極限公式 

   log2＝lim  
a→+0

a (
1

ea+1
+

1

e2a+1
+

1

e3a+1
+

1

e4a+1
+・・)             ----＜S５－１＞ 

 

   log2＝lim  
a→+0

2a (
1

ea+1
+

1

e3a+1
+

1

e5a+1
+

1

e7a+1
+・・)            ----＜S５－２＞ 

 

  log2＝lim  
a→±0

2a2 (
1

ch
2

a
+ 3

ch
2

3a
+ 5

ch
2

5a
+ 7

ch
2

7a
+・・)            ---＜S５－３＞ 

 

  log2＝lim  
a→±0

a2 (
1

ch
2

a
+ 2

ch
2

2a
+ 3

ch
2

3a
+ 4

ch
2

4a
+・・)             ---＜S５－４＞ 

 

    log2＝lim  
a→+0

2a (sha・log (
cha

sha
) + sh3a・log (

ch3a

sh3a
) + sh5a・log (

ch5a

sh5a
) +・・)  ---＜S５－５＞ 

 

    log2＝lim  
a→+0

a (sha・log (
cha

sha
) + sh2a・log (

ch2a

sh2a
) + sh3a・log (

ch3a

sh3a
) +・・) --＜S５－６＞ 

 

     log2＝lim  
a→+0

2a (
e−2a+cha

ch2a+cha
+

e−6a+cha

ch6a+cha
+

e−10a+cha

ch10a+cha
+

e−14a+cha

ch14a+cha
+・・)  ---＜S５－７＞ 

 

 log2=lim  
a→+0

(
a

2
) (

1

ea ・th−1 (
1

cha
) +

1

e2a ・th−1 (
1

ch2a
) +

1

e3a ・th−1 (
1

ch3a
) +

1

e4a ・th−1 (
1

ch4a
) +・・)  --＜Ｓ５－８＞ 

 

 log2＝lim  
a→±0

a3 (
12sha

ch
3

a
+ 22sh2a

ch
3

2a
+ 32sh3a

ch
3

3a
+ 42sh4a

ch
3

4a
+・・)             ---＜S５－９＞ 

 

 log2=lim  
a→+0

(
a

2
) ((1 −

sha

cha+1
) + (1 −

sh2a

ch2a+1
) + (1 −

sh3a

ch3a+1
) + (1 −

sh4a

ch4a+1
) +・・)    --＜Ｓ５－１０＞ 

 

◆ζ(3)極限公式 



   ζ(3)＝lim  
a→+0

16a2

7
log (

1

th2a・th23a・th34a・th45a・・・
)          ---＜S６－１＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→±0

8a4

9
(

23−2

ch
2

2a
+

33−3

ch
2

3a
+

43−4

ch
2

4a
+

5
3

−5

ch
2

5a
+・・)       ---＜S６－２＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→±0

2a4

3
(

23−2

sh
2

2a
+

33−3

sh
2

3a
+

43−4

sh
2

4a
+

5
3

−5

sh
2

5a
+・・)        ---＜S６－３＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→±0

16a3

7
(

12

sh2a
+

22

sh4a
+

32

sh6a
+

42

sh8a
+・・)        ----＜S６－４＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

16a3

3
(

12

e2a+1
+

22

e4a+1
+

32

e6a+1
+

42

e8a+1
+・・)      ----＜S６－５＞ 

 

 ζ(3)＝ lim  
a→+0

8a2

3
log ((1 + e−a)(1 + e−3a)3(1 + e−5a)5(1 + e−7a)7・・)   ---＜S６－６＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→+0

4a2 ∙ log (
1

(1−e−2a)(1−e−4a)2(1−e−6a)3(1−e−8a)4・・
)    ---＜S６－７＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

16a2

3
log((1 + e−2a)(1 + e−4a)2(1 + e−6a)3(1 + e−8a)4・・)  ---＜S６－８＞ 

 

    ζ(3)＝lim  
a→+0

2a2 ∙ log (
1

(1−e−a)(1−e−3a)3(1−e−5a)5(1−e−7a)7・・
)     ---＜S６－９＞ 

 

 ζ(3)＝ lim  
a→+0

4a3

3
(

12

ea+1
+

32

e3a+1
+

52

e5a+1
+

72

e7a+1
+・・)       ----＜S６－１０＞ 

 

 ζ(3)＝ lim  
a→+0

a3 (
12

ea−1
+

32

e3a−1
+

52

e5a−1
+

72

e7a−1
+・・)       ----＜S６－１１＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→±0

4a3

7
(

12

sha
+

32

sh3a
+

52

sh5a
+

72

sh7a
+・・)        ----＜S６－１２＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→+0

16a2

7
(th−1(e−a) + 3th−1(e−3a) + 5th−1(e−5a) + 7th−1(e−7a) +・・)  --＜S６－１３＞ 

 



   ζ(3)＝lim  
a→±0

8a2

7
(th−1 (

1

cha
) + 3th−1 (

1

ch3a
) + 5th−1 (

1

ch5a
) + 7th−1 (

1

ch7a
) +・・)  --＜S６－１４＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→±0

4a4

3
(

33−3

sh
2

3a
+

5
3

−5

sh
2

5a
+

73−7

sh
2

7a
+

93−9

sh
2

9a
+・・)       ---＜S６－１５＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

8a2

3
log(2(1 + e−2a)3(1 + e−4a)5(1 + e−6a)7・・)      ---＜S６－１６＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

8a2

3
log ((1 + e−2a)(1 + e−4a)3(1 + e−6a)5(1 + e−8a)7・・)   ---＜S６－１７＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

8a2

3
log ((1 + ea)(1 + e−a)3(1 + e−3a)5(1 + e−5a)7・・)   ---＜S６－１８＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

8a2

3
log ((1 + e−3a)(1 + e−5a)3(1 + e−7a)5(1 + e−9a)7・・)   ---＜S６－１９＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

16a2

3
log ((1 + e−a)(1 + e−3a)2(1 + e−5a)3(1 + e−7a)4・・)   ---＜S６－２０＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

16a2

3
log ((1 + e−3a)(1 + e−5a)2(1 + e−7a)3(1 + e−9a)4・・)   ---＜S６－２１＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

16a2

3
log(2(1 + e−2a)2(1 + e−4a)3(1 + e−6a)4(1 + e−8a)5・・)   ---＜S６－２２＞ 

 

ζ(3)＝ lim  
a→+0

16a2

3
log ((1 + ea)(1 + e−a)2(1 + e−3a)3(1 + e−5a)4・・)     ---＜S６－２３＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→±0

8a4

9
(

13

ch2a
+

23

ch22a
+

33

ch23a
+

43

ch24a
+・・)         ----＜S６－２４＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→±0

2a4

3
(

13

sh2a
+

23

sh22a
+

33

sh23a
+

43

sh24a
+・・)         ----＜S６－２５＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

a3

2
(

12

ea−1
+

22

e2a−1
+

32

e3a−1
+

42

e4a−1
+・・)        ----＜S６－２６＞ 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

上記四つの青色式が得られた。Wolfram Alpha での数値検証でも式の成立を確認している。 

紙幅の関係から証明は略すが、これまで示してきた証明と同じような方針のものとなる。 



 

最後に、気になる点や想うことなど述べておく。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

●次の二式を眺めたい。 

   
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

1

ea) − tan−1 (
1

e3a) + tan−1 (
1

e5a) − tan−1 (
1

e7a) + −・・)   --＜S４－１３＞ 

 

𝜋

4
＝lim  

a→+0
2 (tan−1 (

1

ea) − tan−1 (
1

e2a) + tan−1 (
1

e3a) − tan−1 (
1

e4a) + −・・)  ---＜S４－２４＞ 

 

眺めているとふしぎな感覚に陥る。これはなんなんだろう？と思う。 

＜Ｓ４―１３＞は７カ月前に出したが、ノートに、このウラ側には深いものがひそんでいる！と記している。

どういうことでそれを書いたのか思い出せないが、この二式は比べ合うことで奥行きが増していく感がある。 

上記二式は、三変数の三角関数と双曲線関数の融合域から出た式である。二変数の同領域は天国界と思える

きれいな世界でとても広い領域である。一方、三変数域は天国と地獄が一緒になったような恐ろしい地帯で広

大無辺であって広さは二変数域の比ではない、両式はそんなところからきている。 

 

●次の二式を眺めたい。 

 ζ(3)＝ lim  
a→+0

a3 (
12

ea−1
+

32

e3a−1
+

52

e5a−1
+

72

e7a−1
+・・)       ----＜S６－１１＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

a3

2
(

12

ea−1
+

22

e2a−1
+

32

e3a−1
+

42

e4a−1
+・・)        ----＜S６－２６＞ 

 

 こちらはよくあるパターンである。（1 2 3 4・・）を 1/2倍したものが（1 3 5 7・・）に等しくなるとい

うパターンであり、何度も見てきた。これらもシンプルで美しい。 

 

●次を見たい。 

L(2)＝lim  
a→+0

2a (tan−1 (
1

ea) + tan−1 (
1

e3a) + tan−1 (
1

e5a) + tan−1 (
1

e7a) +・・)  --＜S１－１２＞ 

 

 log2=lim  
a→+0

(
a

2
) ((1 −

sha

cha+1
) + (1 −

sh2a

ch2a+1
) + (1 −

sh3a

ch3a+1
) + (1 −

sh4a

ch4a+1
) +・・)    --＜５－１０＞ 

 

 これらはそれぞれ相棒がいるにちがいない。 

＜Ｓ１―１２＞には(1 2 3 4・・)型の、＜Ｓ５―１０＞には(1 3 5 7・・)型の相棒がいるはずである。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 
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