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新たに極限公式が八つ得られたので下方に青色式で示す。これまでの式と一緒に示した。 

 

なお、L(2)は L(2)＝1 -1/32 +1/52 -1/72 +-・・である（カタランの定数）。 

ζ(3)はζ(3)＝1 +1/23 +1/33 +1/43 +・である。 

π/4 は L(1)そのものである。π2/6はζ(2)、π2/8は(3/4)ζ(2)である。 

L(3)は L(3)＝1 -1/33 +1/53 -1/73 +-・・＝π3/32 である。 

 

以下では、双曲線関数 sinh, cosh, tanhはそれぞれ sh, ch, th と略記した。例えば、sh2a は sinh(2a)のこ

とである。aは任意の実数である。tan-1, th-1はそれぞれ arctan,arctanh である。log は自然対数、eは自然対

数の底。 

なお、sin, cos, tanは通常の表記であり、例えば、sinaは sin(a)のことである。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

＜ 極限公式 ＞ 

◆√2 極限公式 

  √2＝lim  
a→+0

(1 + e−a)(1 + e−3a)−1(1 + e−5a)(1 + e−7a)−1(1 + e−9a)(1 + e−11a)−1・・ ---＜Ｎ１-２＞ 

 

  √2＝lim  
a→+0

(1 + e−a)(1 + e−2a)−1(1 + e−3a)(1 + e−4a)−1(1 + e−5a)(1 + e−6a)−1・・  ---＜P１-４＞ 

 

 

◆21/4極限公式 

   21/4＝lim  
a→+0

(1 + e−a)(1 + e−2a)−2(1 + e−3a)3(1 + e−4a)−4(1 + e−5a)5(1 + e−6a)−6・・ ---＜R２＞ 

 

 

◆L(2)極限公式 

      L(2)＝lim  
a→±0

sha (tan−1 (
1

sha
) + tan−1 (

1

sh3a
) + tan−1 (

1

sh5a
) + tan−1 (

1

sh7a
) +・・)  ---＜S１＞ 

 

    L(2)＝ lim  
a→±0

sh2a (
2

ch2a
+

4

ch4a
+

6

ch6a
+

8

ch8a
+・・)      ----＜S１－２＞ 

 

    L(2)＝ lim  
a→±0

sh2a (
1

cha
+

3

ch3a
+

5

ch5a
+

7

ch7a
+・・)      ----＜S１－３＞ 

 



L(2)＝lim  
a→±0

sha (tan−1 (
cha

sha
) + tan−1 (

cha

sh3a
) + tan−1 (

cha

sh5a
) + tan−1 (

cha

sh7a
) +・・) --＜S１－４＞ 

 

 

◆
𝜋2

8
極限公式 (3ζ(2)/4 極限公式) 

π2

8
＝lim  

a→+0
(ea − 1)log (

1

tha・th2a・th3a・th4a・・・
)        ----＜S２－１＞ 

 

   
π2

8
＝lim  

a→+0
sh2a ∙ log (

1

tha・th3a・th5a・th7a・・・
)        ----＜S２－２＞ 

 

   
π2

8
＝ lim  

a→+0
sh2a (

2

sh2a
+

4

sh4a
+

6

sh6a
+

8

sh8a
+・・)      ----＜S２－３＞ 

 

   
π2

8
＝ lim  

a→+0
sh2a (

1

sha
+

3

sh3a
+

5

sh5a
+

7

sh7a
+・・)      ----＜S２－４＞ 

 

 

◆
𝜋2

6
極限公式 (ζ(2)極限公式) 

    
π2

6
＝lim  

a→+0
(1 − ea)log ((1 − e−a)(1 − e−2a)(1 − e−3a)(1 − e−4a)・・)   ----＜S３＞ 

 

    
π2

6
＝lim  

a→+0
2sh3a (

12

ch2a
+

22

ch22a
+

32

ch23a
+

42

ch24a
+・・)  ---＜S３－２＞ 

 

    
π2

6
＝lim  

a→+0
sh3a (

12

sh
2

a
+ 22

sh
2

2a
+ 32

sh
2

3a
+ 42

sh
2

4a
+・・)  ---＜S３－３＞ 

 

     
π2

6
＝lim  

a→+0
4sh2a (

1

ea+1
+

3

e3a+1
+

5

e5a+1
+

7

e7a+1
+・・)   ----＜S３－４＞ 

 

     
π2

6
＝lim  

a→+0
2sh2a (

1

ea−1
+

3

e3a−1
+

5

e5a−1
+

7

e7a−1
+・・)   ----＜S３－５＞ 

 

     
π2

6
＝lim  

a→+0
4sh2a (

1

e2a−1
+

2

e4a−1
+

3

e6a−1
+

4

e8a−1
+・・)   ----＜S３－６＞ 

 

 

◆
𝜋

4
極限公式 (L(1)極限公式) 



    
𝜋

4
＝lim  

a→+0

(ea−1)
2

(
1

cha
+ 1

ch2a
+ 1

ch3a
+ 1

ch4a
+・・)     ----＜S４－１＞ 

 

    
𝜋

4
＝lim  

a→+0
sha (

1
cha

+ 1
ch3a

+ 1
ch5a

+ 1
ch7a

+・・)      ----＜S４－２＞ 

 

    
𝜋

4
＝ lim  

a→+0
sh2a (

2sh2a

ch22a
+

4sh4a

ch24a
+

6sh6a

ch26a
+

8sh8a

ch28a
+・・)   ---＜S４－３＞ 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2sha (

cha
ch2a+cha

+ ch3a
ch6a+cha

+ ch5a
ch10a+cha

+ ch7a
ch14a+cha

+・・)  --＜S４－４＞ 

 

 

◆log2 極限公式 

      log2＝lim  
a→+0

(ea − 1) (
1

ea+1
+

1

e2a+1
+

1

e3a+1
+

1

e4a+1
+・・)   ----＜S５－１＞ 

 

      log2＝lim  
a→+0

2(ea − 1) (
1

ea+1
+

1

e3a+1
+

1

e5a+1
+

1

e7a+1
+・・)   ----＜S５－２＞ 

 

     log2＝lim  
a→±0

2sh2a (
1

ch
2

a
+ 3

ch
2

3a
+ 5

ch
2

5a
+ 7

ch
2

7a
+・・)     ---＜S５－３＞ 

 

     log2＝lim  
a→±0

sh2a (
1

ch
2

a
+ 2

ch
2

2a
+ 3

ch
2

3a
+ 4

ch
2

4a
+・・)     ---＜S５－４＞ 

 

 

◆ζ(3)極限公式 

   ζ(3)＝lim  
a→+0

16(ea−1)2

7
log (

1

th2a・th23a・th34a・th45a・・・
)      ---＜S６－１＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→±0

8sh
4

a

9
(

23−2

ch
2

2a
+ 33−3

ch
2

3a
+ 43−4

ch
2

4a
+ 5

3
−5

ch
2

5a
+・・)       ---＜S６－２＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→±0

2sh
4

a

3
(

23−2

sh
2

2a
+ 33−3

sh
2

3a
+ 43−4

sh
2

4a
+ 5

3
−5

sh
2

5a
+・・)        ---＜S６－３＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→±0

16sh3a

7
(

12

sh2a
+

22

sh4a
+

32

sh6a
+

42

sh8a
+・・)        ----＜S６－４＞ 

 



   ζ(3)＝ lim  
a→+0

16sh3a

3
(

12

e2a+1
+

22

e4a+1
+

32

e6a+1
+

42

e8a+1
+・・)      ----＜S６－５＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

8sh2a

3
log((1 + e−a)(1 + e−3a)3(1 + e−5a)5(1 + e−7a)7・・)  ---＜S６－６＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→+0

4sh2a ∙ log (
1

(1−e−2a)(1−e−4a)2(1−e−6a)3(1−e−8a)4・・
)    ---＜S６－７＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

16sh2a

3
log((1 + e−2a)(1 + e−4a)2(1 + e−6a)3(1 + e−8a)4・・)  ---＜S６－８＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→+0

2sh2a ∙ log (
1

(1−e−a)(1−e−3a)3(1−e−5a)5(1−e−7a)7・・
)    ---＜S６－９＞ 

 

 

◆ 
𝜋3

32
極限公式 (L(3)極限公式) 

𝜋3

32
＝lim  

a→+0
2sh3a (

12

ch2a
+ 22

ch4a
+ 32

ch6a
+ 42

ch8a
+・・)  ---＜S７－１＞ 

 

 

◆ e𝜋
極限公式 

e𝜋＝lim  
a→+0

(
cha+sina

cha−sina
) (

ch2a+sina

ch2a−sina
) (

ch3a+sina

ch3a−sina
) (

ch4a+sina

ch4a−sina
)・・ --＜Ｓ８－１＞ 

 

e𝜋＝lim  
a→+0

(
cha+sina

cha−sina
)

2
(

ch3a+sina

ch3a−sina
)

2
(

ch5a+sina

ch5a−sina
)

2
(

ch7a+sina

ch7a−sina
)

2
・・ --＜Ｓ８－２＞ 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

これら八つの青色式が得られた。Wolfram Alpha での数値検証でも正しいものであった。今回はζ(3)の式が

多く出た。 

なお、lim での a->+0 は aをプラス側から 0 に近づける意味、a->±0 は a をプラス側、マイナス側どちらか

ら 0 に近づけてもＯＫの意味である 

 

＜Ｓ４－４＞を再掲。 

 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2sha (

cha
ch2a+cha

+ ch3a
ch6a+cha

+ ch5a
ch10a+cha

+ ch7a
ch14a+cha

+・・)  --＜S４－４＞ 

 



 

この式はこれまで得た式とはすこし形が変わっているが、とても美しい。 

 

今回の式の中から上記＜Ｓ４－４＞の証明を以下に示す。詳細な式変形はとばした。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

＜Ｓ４－４＞の証明 

2023 年 8 月に＜ゼータの香りの漂う・・（その２９８）＞で報告した次の[1]の恒等式を出発点とする。（左

辺の sh0 はゼロだが、あえて sh0としている） 

1

sha+sh0
−

1

sh2a+sha
+

1

sh3a+sh2a
−

1

sh4a+sh3a
+ −・・  

＝2{
cha

ch2a+cha
+

ch3a

ch6a+cha
+

ch5a

ch10a+cha
+

ch7a

ch14a+cha
+・・}   ----［１］ 

                                (a > 0) 

 

上式の両辺に sha を掛ける（左辺は各項に掛ける）。 

 

sha

sha+sh0
−

sha

sh2a+sha
+

sha

sh3a+sh2a
−

sha

sh4a+sh3a
+ −・・  

＝2sha {
cha

ch2a+cha
+

ch3a

ch6a+cha
+

ch5a

ch10a+cha
+

ch7a

ch14a+cha
+・・}  ---［１］-2 

                                (a > 0) 

 

上式で a を 0 に（＋側から）近づけると、左辺の各項は 0/0 となるからロピタルの定理を使って次を得る。 

 

 １−
1

3
+

1

5
−

1

7
+ −・・＝lim  

a→+0
2sha (

cha
ch2a+cha

+ ch3a
ch6a+cha

+ ch5a
ch10a+cha

+ ch7a
ch14a+cha

+・・)   

 

左辺はπ/4になるから、よって＜Ｓ４－４＞が得られた。 

  
𝜋

4
＝lim  

a→+0
2sha (

cha
ch2a+cha

+ ch3a
ch6a+cha

+ ch5a
ch10a+cha

+ ch7a
ch14a+cha

+・・)  --＜S４－４＞ 

終わり。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

＜Ｓ４－４＞はこのようにして得られた。証明のポイントは[1]の両辺に shaを掛ける操作である。他式も類

似の方法で得られる。 

 

 

最後に、気になる点や想うことなど述べておく。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

●＜Ｓ６－５＞から＜Ｓ６－９＞を再掲。 

http://ikuro-kotaro.sakura.ne.jp/koramu2/27446_v5.pdf


   ζ(3)＝ lim  
a→+0

16sh3a

3
(

12

e2a+1
+

22

e4a+1
+

32

e6a+1
+

42

e8a+1
+・・)      ----＜S６－５＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

8sh2a

3
log((1 + e−a)(1 + e−3a)3(1 + e−5a)5(1 + e−7a)7・・)  ---＜S６－６＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→+0

4sh2a ∙ log (
1

(1−e−2a)(1−e−4a)2(1−e−6a)3(1−e−8a)4・・
)    ---＜S６－７＞ 

 

   ζ(3)＝ lim  
a→+0

16sh2a

3
log((1 + e−2a)(1 + e−4a)2(1 + e−6a)3(1 + e−8a)4・・)  ---＜S６－８＞ 

 

   ζ(3)＝lim  
a→+0

2sh2a ∙ log (
1

(1−e−a)(1−e−3a)3(1−e−5a)5(1−e−7a)7・・
)    ---＜S６－９＞ 

 

 このように今回はζ(3)の式が多く得られた。ζ(3)式は計９個にもなった。一方、L(3)式（つまりπ^3/32極

限公式）はまだ１個だけである。どうしてζ(3)がたくさん出て、L(3)が少ないのか？よくわからないが、おそ

らく私の気づいていない式変形の方法があって、L(3)式は地中に埋もれているだけなのだと思う。 

 

 上式はどれも魅力的だが、log 内はテータ関数の類似物のようなものになっていてその点が極めて興味深い。

テータ類似物がゼータ特殊値を生み出している。 

 

 

●eπ極限公式を眺めたい。 

e𝜋＝lim  
a→+0

(
cha+sina

cha−sina
) (

ch2a+sina

ch2a−sina
) (

ch3a+sina

ch3a−sina
) (

ch4a+sina

ch4a−sina
)・・ --＜Ｓ８－１＞ 

 

e𝜋＝lim  
a→+0

(
cha+sina

cha−sina
)

2
(

ch3a+sina

ch3a−sina
)

2
(

ch5a+sina

ch5a−sina
)

2
(

ch7a+sina

ch7a−sina
)

2
・・ --＜Ｓ８－２＞ 

 

 極限公式の中でも、この二つは特別なものに見える。美しいだけでなく異様なものを感じる。双曲線関数と

三角関数が並列に並んでいる点が異様である。以前も述べたが、数学の式は美しさだけでなく、ふしぎさや異

様さを備えたものがあるが、それらは特別な式であることが多い。上の２式はマグマが煮えたぎっているよう

なエネルギーをもっている。 

 

 

●次の三式を眺めたい。 

 
π2

6
＝lim  

a→+0
(1 − ea)log ((1 − e−a)(1 − e−2a)(1 − e−3a)(1 − e−4a)・・)   ----＜S３＞ 

 



   ζ(3)＝ lim  
a→+0

8sh2a

3
log((1 + e−a)(1 + e−3a)3(1 + e−5a)5(1 + e−7a)7・・)  ---＜S６－６＞ 

 

 e𝜋＝lim  
a→+0

(
cha+sina

cha−sina
) (

ch2a+sina

ch2a−sina
) (

ch3a+sina

ch3a−sina
) (

ch4a+sina

ch4a−sina
)・・ --＜Ｓ８－１＞ 

 

 これらを代表選手として粗く述べると、ヤコビのテータ関数というものが、ゼータや保型形式の世界で大事

な役割を果たしていると思う。 

 

以前から思っているのだが、例えば、(1+e-a)(1+e-3a)
3
(1+e-5a)

5
・・は(1+e-a)(1+e-3a)(1+e-5a)・・の親分

（や兄弟）のようなものであり、さらに(cha+sina)(ch2a+sina)(ch3a+sina) ・・はまたそれらの親分としてあ

るようなそんな世界になっているに違いない。上記式では、＜Ｓ８－１＞がもっとも深いところから来ている

気がする。   

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

                                          2025.1.25 杉岡幹生 
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