
NI  NIntegratearea01u, v, u, 0, Pi  2, v, 0, Pi  2

0.556324

アステロイドの表面積

定義と描画

定義

アステロイドの曲面の式は、

astell[u_,v_]:=a{Sin[u]Cos[v],Sin[u]Sin[v],Cos[u]}^3

であるが、便宜上a=1とする。
a  1 の場合、astellu_, v_ : Sinu Cosv, Sinu Sinv, Cosu^3

に、 a2 をかければよい。

astellu_, v_ : Sinu Cosv, Sinu Sinv, Cosu^3

描画

u .

v .



ParametricPlot3Dastellu, v  Evaluate, u, 0, 2 Pi,

v, 0, 2 Pi, Axes  None, Boxed  False, PlotRange  All

面積要素の算出

定義

面積要素はinfareaで与えられる。

曲面は 三次元ベクトル x[u,v]で与えられているものとする。

eex_u_, v_ : Dxu, v, u.Dxu, v, u

ffx_u_, v_ : Dxu, v, u.Dxu, v, v

ggx_u_, v_ : Dxu, v, v.Dxu, v, v

infareax_u_, v_ : Sqrteexu, v ggxu, v  ffxu, v^2

アステロイドの面積要素

アステロイドの場合、以下の関数area01u, vを、 u, 0,


2
,

u, 0,


2
で積分し、8をかければよい。

area01u_, v_ : FactorExpandinfareaastellu, v^2  Evaluate

? area01
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Global`area01

area01u_, v_ : 9 Cosu2 Cosv2 Sinu8 Sinv2

Cosv2  Sinv2 Cosu2  Cosv4 Sinu2 Sinv2  Cosv2 Sinu2 Sinv4

area01u, v2

81 Cosu2 Cosv2 Sinu8 Sinv2 Cosv2  Sinv2

Cosu2  Cosv4 Sinu2 Sinv2  Cosv2 Sinu2 Sinv4

数値解の計算

面積要素のプロット

u .

v .

Plot3Darea01u, v, u, 0, Pi  2, v, 0, Pi  2

数値解

数値解は、「解析学大要」の解答と一致している。

NI  NIntegratearea01u, v, u, 0, Pi  2, v, 0, Pi  2

0.556324

NI  8

4.45059

N17
Pi

12


4.45059
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解析解の計算

式の変型(1) u,vの分離

式を簡略化し、置換積分がやりやすいようにする

Clearu, v

Au_ : 81 Cosu2 Sinu8

Bv_ : Sinv2 Cosv2

Togetherarea01u, v2  Au  Bv

Cosv2  Sinv2 Cosu2  Cosv4 Sinu2 Sinv2  Cosv2 Sinu2 Sinv4

Fu_, v_ :

FullSimplifyCosv2  Sinv2 Cosu2  Cosv4 Sinu2 Sinv2  Cosv2

Sinu2 Sinv4 . Sinv2  1  Cosv2,

Sinv4  1  Cosv2
2
  Expand  Evaluate

? F

Global`F

Fu_, v_ : Cosu2  Cosv2 Sinu2  Cosv4 Sinu2

Clearu, v, t

Gu_, t_ : Fu, v . Cosv2  t, Cosv4  t2  Evaluate

? G

Global`G

Gu_, t_ : Cosu2  t Sinu2  t2 Sinu2

置換積分 (Cosu2  t)

Cosu2  tとおいて置換積分を行う。

この際、

dv 
1

2 Bv
dtであり、被積分関数が、t  0の偶関数であり、

積分の範囲が t, 1, 1ことから

以後の積分 範囲が t, 0, 1には4をかければよい。

Integrate Au Gu, t , u, 0,
Pi

2
, t, 0, 1
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をもとめる。

再度数値積分を試みる,

Clearu, v, t

NIntegrate Au Gu, t , u, 0,
Pi

2
, t, 0, 1  4

4.45059

計算を簡単にするため、Gu, tのなかのSinu2を外へだす。

Gu, t  Sinu2

Cscu2 Cosu2  t Sinu2  t2 Sinu2

Clearu, v, t

FullSimplifyAu Sinu2 Cotu2  t  t2  Au Gu, t

0

Au Sinu2

81 Cosu2 Sinu10

以下のようにA01, B01を定義すると、求めるのは

IntegrateA01u B01u, t, t, 0, 1, u, 0,
Pi

2


A01u_ : Au Sinu2  Evaluate

? A01

Global`A01

A01u_ : 9 Cosu2 Sinu10

B01u_, t_ : Cotu2  t  t2

NIntegrateA01u B01u, t, t, 0, 1, u, 0,
Pi

2
  4

4.45059  1.38813  1073 

u .

置換積分 (s=t- 1

2
)

s  t 
1

2
とおいて、置換積分を行う。

計算を容易にするため、a  Cotu2 
1

4
とする。
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I0  Integrate a  s2 , s, 
1

2
,
1

2
, Assumptions  Re a  

1

2
 Im a   0

ConditionalExpression
1

4
1  4 a  a ArcCsc2 a , Rea  0

積分したあとaを置き戻す。

B02u_ : I0 . a  Cotu2 
1

4
 Evaluate

? B02

Global`B02

B02u_ : ConditionalExpression

ArcCsc2
1

4
 Cotu2  

1

4
 Cotu2 

1

4
1  4 

1

4
 Cotu2 , ReCotu2  

1

4


FullSimplifyA01u2 B02u2

ConditionalExpression

81

16
Cosu2 2 Cotu2  ArcCsc 1  4 Cotu2  1  4 Cotu2

2

Sinu10,

ReCotu2  
1

4


NIntegrate


81

16
Cosu4 Sinu8 2  ArcCot2 Cotu 4 Cotu  Tanu2 , u, 0,

Pi

2
  4

4.45059

面積要素は以下の様になる。

Area0u_ : 
81

16
Cosu4 Sinu8 2  ArcCot2 Cotu 4 Cotu  Tanu2

これを簡略化する。

Area1u_ :
9

4
Cosu2 Sinu4 2  ArcCot2 Cotu 4 Cotu  Tanu

u .

念のため、検算する

FullSimplifyArea0u2  Area1u2

0

NIntegrateArea1u, u, 0,
Pi

2
  4

4.45059
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0

Pi

2

Area1u u  FullSimplify  4

17 

12
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