
           ＜ ζ(2)１４分割⇒２８分割の分解 ＞ 

 

 今回は、元の本流の道に舞い戻り、（その８５）の続きを行います。 

ζ(2)の分岐構造のうち、１４分割の分身たち（１４分身）が２８分割の分身たち（２８分身）に分解する様子

を確かめます。 

すなわち以下の青太字の“ζ(2)１４分身⇒ζ(2)２８分身”を今回確かめます。（下記の構造の説明は前より

すこし簡潔にしました。） 

 

※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※ 

            ＜ ζ(2)分解構造 ＞ 

 ζ(2)⇒ζ(2)２分身⇒ζ(2)４分身⇒ζ(2)８分身⇒ζ(2)１６分身⇒・・・ 

 ζ(2)⇒ζ(2)３分身⇒ζ(2)６分身⇒ζ(2)１２分身⇒ζ(2)２４分身⇒・・・ 

 ζ(2)⇒ζ(2)５分身⇒ζ(2)１０分身⇒ζ(2)２０分身⇒ζ(2)４０分身⇒・・・ 

 ζ(2)⇒ζ(2)７分身⇒ζ(2)１４分身⇒ζ(2)２８分身⇒ζ(2)５６分身⇒・・・ 

 ・・・・・・・・・・ 

 

 このようにζ(2)の一つの分身が二つに（倍に）分解する。倍々ゲームで無限に分解（分岐）していきます。 

厳密には予想ですが、間違いなくこのようになっています。 

 

（注記） 

 ζ(2)⇒ζ(2)４分身⇒ζ(2)８分身⇒ζ(2)１６分身⇒・・・ 

 ζ(2)⇒ζ(2)６分身⇒ζ(2)１２分身⇒ζ(2)２４分身⇒・・・ 

なども当然成り立ちますが、略しました。理由は、前者は上の全体の様子での１行目に含まれ、後者は２行目

に含まれていて、表示する必要がないからです（冗長になるので略）。素数のケースだけ書けば十分です。 

※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※※ 

 

Z(2)＝1 +1/32 +1/52 +1/72 +1/92 +1/112 +・・ ＝π2/8 は、ζ(2)と次の関係にあり、両者は本質的に等しいも

のです。 

 Z(2)＝1 +1/32 +1/52 +1/72 +1/92 +1/112 +・・  

   ＝1 +1/22 +1/32 +1/42 + 1/52 +1/62 +1/72・・ - (1/22 +1/42 +1/62 + ・・)  

   ＝ζ(2) -(1/22)ζ(2) ＝(3/4)ζ(2)＝π2/8 

 

 それではまず Z(2)（つまりζ(2)）の１４分割と２８分割の分身たちを示します。１４分割は（その８５）で見

たものですが、２８分割は今回はじめて示すものです。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

■Z(2)１４分割  

 A1 ＝ 1 + 1/552 +1/572 +1/1112 + 1/1132 +1/1672  +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(27π/56) 

 A2 ＝1/32 + 1/532 +1/592 +1/1092 + 1/1152 +1/1652 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(25π/56) 

 A3 ＝1/52 + 1/512 +1/612 +1/1072 + 1/1172 +1/1632 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(23π/56) 

 A4 ＝1/72 + 1/492 +1/632 +1/1052 + 1/1192 +1/1612 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(21π/56) 

 A5 ＝1/92 + 1/472 +1/652 +1/1032 + 1/1212 +1/1592 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(19π/56) 



 A6 ＝1/112 + 1/452 +1/672 +1/1012 + 1/1232 +1/1572 +  ・・・・＝(π/56)2/cos2(17π/56) 

 A7 ＝1/132 + 1/432 +1/692 +1/992 + 1/1252 +1/1552 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(15π/56) 

 A8 ＝1/152 + 1/412 +1/712 +1/972 + 1/1272 +1/1532 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(13π/56) 

 A9 ＝1/172 + 1/392 +1/732 +1/952 + 1/1292 +1/1512 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(11π/56) 

 A10＝1/192 + 1/372 +1/752 +1/932 + 1/1312 +1/1492 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(9π/56) 

 A11＝1/212 + 1/352 +1/772 +1/912 + 1/1332 +1/1472 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(7π/56) 

 A12＝1/232 + 1/332 +1/792 +1/892 + 1/1352 +1/1452 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(5π/56) 

 A13＝1/252 + 1/312 +1/812 +1/872 + 1/1372 +1/1432 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(3π/56) 

 A14＝1/272 + 1/292 +1/832 +1/852 + 1/1392 +1/1412 +  ・・・・ ＝(π/56)2/cos2(π/56) 

 

  A1 +A2 +A3 +A4 +A5+ A6 +A7 +A8 +A9 +A10 +A11 +A12+ A13 +A14＝Z(2)＝π2/8 となる。 

 ここで、A1, A2, ・・, A14 が Z(2)の１４分身である。 

 

■Z(2)２８分割  

 B1 ＝ 1  + 1/1112 +1/1132 +1/2232 + 1/2252 +1/3352 + ・・・＝(π/112)2/cos2(55π/112) 

 B2＝ 1/32 + 1/1092 +1/1152 +1/2212 + 1/2272 +1/3332 + ・・・＝(π/112)2/cos2(53π/112) 

 B3＝ 1/52 + 1/1072 +1/1172 +1/2192 + 1/2292 +1/3312 + ・・・＝(π/112)2/cos2(51π/112) 

 B4＝ 1/72 + 1/1052 +1/1192 +1/2172 + 1/2312 +1/3292 + ・・・＝(π/112)2/cos2(49π/112) 

 B5＝ 1/92 + 1/1032 +1/1212 +1/2152 + 1/2332 +1/3272 + ・・・＝(π/112)2/cos2(47π/112) 

 B6＝ 1/112 + 1/1012 +1/1232 +1/2132 + 1/2352 +1/3252 + ・・ ＝(π/112)2/cos2(45π/112) 

 B7＝ 1/132 + 1/992 +1/1252 +1/2112 + 1/2372 +1/3232 + ・・・＝(π/112)2/cos2(43π/112) 

 B8＝ 1/152 + 1/972 +1/1272 +1/2092 + 1/2392 +1/3212 + ・・・＝(π/112)2/cos2(41π/112) 

 B9＝ 1/172 + 1/952 +1/1292 +1/2072 + 1/2412 +1/3192 + ・・・＝(π/112)2/cos2(39π/112) 

 B10＝1/192 + 1/932 +1/1312 +1/2052 + 1/2432 +1/3172 + ・・・＝(π/112)2/cos2(37π/112) 

 B11＝1/212 + 1/912 +1/1332 +1/2032 + 1/2452 +1/3152 + ・・・＝(π/112)2/cos2(35π/112) 

 B12＝1/232 + 1/892 +1/1352 +1/2012 + 1/2472 +1/3132 + ・・・＝(π/112)2/cos2(33π/112) 

 B13＝1/252 + 1/872 +1/1372 +1/1992 + 1/2492 +1/3112 + ・・・＝(π/112)2/cos2(31π/112) 

 B14＝1/272 + 1/852 +1/1392 +1/1972 + 1/2512 +1/3092 + ・・・＝(π/112)2/cos2(29π/112) 

 B15＝1/292 + 1/832 +1/1412 +1/1952 + 1/2532 +1/3072 + ・・・＝(π/112)2/cos2(27π/112) 

 B16＝1/312 + 1/812 +1/1432 +1/1932 + 1/2552 +1/3052 + ・・・＝(π/112)2/cos2(25π/112) 

 B17＝1/332 + 1/792 +1/1452 +1/1912 + 1/2572 +1/3032 + ・・・＝(π/112)2/cos2(23π/112) 

 B18＝1/352 + 1/772 +1/1472 +1/1892 + 1/2592 +1/3012 + ・・・＝(π/112)2/cos2(21π/112) 

 B19＝1/372 + 1/752 +1/1492 +1/1872 + 1/2612 +1/2992 + ・・・＝(π/112)2/cos2(19π/112) 

 B20＝1/392 + 1/732 +1/1512 +1/1852 + 1/2632 +1/2972 + ・・・＝(π/112)2/cos2(17π/112) 

 B21＝1/412 + 1/712 +1/1532 +1/1832 + 1/2652 +1/2952 + ・・・＝(π/112)2/cos2(15π/112) 

 B22＝1/432 + 1/692 +1/1552 +1/1812 + 1/2672 +1/2932 + ・・・＝(π/112)2/cos2(13π/112) 

 B23＝1/452 + 1/672 +1/1572 +1/1792 + 1/2692 +1/2912 + ・・・＝(π/112)2/cos2(11π/112) 

 B24＝1/472 + 1/652 +1/1592 +1/1772 + 1/2712 +1/2892 + ・・・＝(π/112)2/cos2(9π/112) 

 B25＝1/492 + 1/632 +1/1612 +1/1752 + 1/2732 +1/2872 + ・・・＝(π/112)2/cos2(7π/112) 

 B26＝1/512 + 1/612 +1/1632 +1/1732 + 1/2752 +1/2852 + ・・・＝(π/112)2/cos2(5π/112) 

 B27＝1/532 + 1/592 +1/1652 +1/1712 + 1/2772 +1/2832 + ・・・＝(π/112)2/cos2(3π/112) 

 B28＝1/552 + 1/572 +1/1672 +1/1692 + 1/2792 +1/2812 + ・・・＝(π/112)2/cos2(π/112) 



 

  ∑ 𝐵𝑖28
𝑖=1 ＝Z(2)＝π2/8 となる。ここで B1, B2, ・・, B28 が Z(2)の２８分身である。 

 

  念のため Excel マクロで、上記全ての左辺級数が右辺値に収束することを確認しました。さらに右辺値全て

の和がπ2/8 に一致することも確認しました。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

２８分割の導出方法は以下の通りです（１４分割は（その８５）で示したので略します）。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 ２８分割の導出過程を簡単に述べます。次のタンジェントの部分分数展開式を微分した式①を利用します。 

1/(12-x2) +1/(32-x2) +1/(52-x2) +・・＝(π/(4x))tan(πx/2) 

  上を１回微分すると次式①が得られる。  

1/(12-x2)2 +1/(32-x2)2 +1/(52-x2)2 +・・＝(π/(4x))2/cos2(πx/2) + Others(x) -----① 

 

右辺の Others(x)は Others(x)＝-(π/(8x3))tan(πx/2)ですが、無視してよい個所なので Others(x)としました。 

①の x に特定の値を代入することで、次のように Z(2)の２８分割の分割級数（分身たち）が求まります。 

 

 ①の x に値 55/56 を代入すると、B1 が得られる。 

 ①の x に値 53/56 を代入すると、B2 が得られる。 

 ①の x に値 51/56 を代入すると、B3 が得られる。 

 ①の x に値 49/56 を代入すると、B4 が得られる。 

 ①の x に値 47/56 を代入すると、B5 が得られる。 

 ①の x に値 45/56 を代入すると、B6 が得られる。 

 ①の x に値 43/56 を代入すると、B7 が得られる。 

 ①の x に値 41/56 を代入すると、B8 が得られる。 

 ①の x に値 39/56 を代入すると、B9 が得られる。 

 ①の x に値 37/56 を代入すると、B10 が得られる。 

 ①の x に値 35/56 を代入すると、B11 が得られる。 

 ①の x に値 33/56 を代入すると、B12 が得られる。 

 ①の x に値 31/56 を代入すると、B13 が得られる。 

 ①の x に値 29/56 を代入すると、B14 が得られる。 

 ①の x に値 27/56 を代入すると、B15 が得られる。 

 ①の x に値 25/56 を代入すると、B16 が得られる。 

 ①の x に値 23/56 を代入すると、B17 が得られる。 

 ①の x に値 21/56 を代入すると、B18 が得られる。 

 ①の x に値 19/56 を代入すると、B19 が得られる。 

 ①の x に値 17/56 を代入すると、B20 が得られる。 

 ①の x に値 15/56 を代入すると、B21 が得られる。 

 ①の x に値 13/56 を代入すると、B22 が得られる。 

 ①の x に値 11/56 を代入すると、B23 が得られる。 

 ①の x に値 9/56 を代入すると、 B24 が得られる。 



 ①の x に値 7/56 を代入すると、 B25 が得られる。 

 ①の x に値 5/56 を代入すると、 B26 が得られる。 

 ①の x に値 3/56 を代入すると、 B27 が得られる。 

 ①の x に値 1/56 を代入すると、 B28 が得られる。 

 

注記：左辺は Z(2)分割級数だけを拾い、右辺はそれに対応する(π/(4x))2/cos2(πx/2)の値だけを拾います（すな

わち、左辺では Z(2)分割級数以外の級数を無視し、右辺では Others(x)の値は無視する。それで OK）。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

 上記の結果から「１４分割の分身たちは、２８分割の分身たちに分かれる」ことが言えるのですが、見てみ

ましょう。  

 どうなっているかというと、次のようになっています。 

 

   A1 ＝B1 +B28  ----[1] 

   A2 ＝B2 +B27  ----[2] 

   A3 ＝B3 +B26  ----[3] 

   A4 ＝B4 +B25  ----[4] 

   A5 ＝B5 +B24  ----[5] 

   A6 ＝B6 +B23  ----[6] 

   A7 ＝B7 +B22   ----[7] 

   A8 ＝B8 +B21  ----[8] 

   A9 ＝B9 +B20  ----[9] 

   A10＝B10 +B19  ----[10] 

   A11＝B11 +B18  ----[11] 

   A12＝B12 +B17  ----[12] 

   A13＝B13 +B16  ----[13] 

   A14＝B14 +B15  ----[14] 

 

 それぞれの分身がある規則に従って二つに分かれていることがわかります！ 級数での成立は簡単にわかり

ます（眺めればわかります）。 

 

 右辺値での成立は、次のようにすれば容易に確かめられます。三角関数において成立する次式を用います。 

 1/cos2(π/2 -2x) ＝(1/4)[1/cos2(π/2 -x) +1/cos2(x)] 

 

 この x にπ/112、3π/112、5π/112、7π/112、9π/112、11π/112、13π/112、15π/112、17π/112、19π

/112、21π/112、23π/112、25π/112、27π/112 を代入することで、それぞれ上記右辺値での[1]～[14]の成立

を確かめることができます。 

 

 以上より「１４個の分身が、２８個の分身に分かれる」ことが確認できました。このようにゼータでは一つ

の分身が二つに割れていきます。 

 

                                       2019.7.21 杉岡幹生 


