
             ＜ ζ(2)の１１分割 ＞ 

 

 Z(2)すなわちζ(2)の１１分割における１１個の分割級数（分身たち）を求めましたので報告します。Z(2)は

次の関係からζ(2)と本質的に同じものです。 

 

 Z(2)＝1 +1/32 +1/52 +1/72 +1/92 +1/112 +・・  

   ＝1 +1/22 +1/32 +1/42 + 1/52 +1/62 +1/72・・ - (1/22 +1/42 +1/62 + ・・)  

   ＝ζ(2) -(1/22)ζ(2) 

   ＝(3/4)ζ(2)＝π2/8 -------① 

 

 “Z( )”は私が使っている記号で一般的なものではないので注意してください。 

 

それでは Z(2)１１分割の１１分身(分割級数)を示します。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

■Z(2)１１分割  

 

B1 ＝ 1 + 1/432 +1/452 +1/872 + 1/892 +1/1312  + ・・ ＝(π/44)2/cos2(21π/44) 

B2 ＝1/32 + 1/412 +1/472 +1/852 + 1/912 +1/1292 +・・  ＝(π/44)2/cos2(19π/44) 

B3 ＝1/52 + 1/392 +1/492 +1/832 + 1/932 +1/1272 +・・  ＝(π/44)2/cos2(17π/44) 

B4 ＝1/72 + 1/372 +1/512 +1/812 + 1/952 +1/1252 +・・  ＝(π/44)2/cos2(15π/44) 

B5 ＝1/92 + 1/352 +1/532 +1/792 + 1/972 +1/1232 +・・  ＝(π/44)2/cos2(13π/44) 

B6 ＝1/112 + 1/332 +1/552 +1/772 + 1/992 +1/1212 +・・  ＝(π/44)2/cos2(11π/44) 

B7 ＝1/132 + 1/312 +1/572 +1/752 + 1/1012 +1/1192 +・・ ＝(π/44)2/cos2(9π/44) 

B8 ＝1/152 + 1/292 +1/592 +1/732 + 1/1032 +1/1172 +・・ ＝(π/44)2/cos2(7π/44) 

B9 ＝1/172 + 1/272 +1/612 +1/712 + 1/1052 +1/1152 +・・ ＝(π/44)2/cos2(5π/44) 

B10＝1/192 + 1/252 +1/632 +1/692 + 1/1072 +1/1132 +・・ ＝(π/44)2/cos2(3π/44) 

B11＝1/212 + 1/232 +1/652 +1/672 + 1/1092 +1/1112 +・・ ＝(π/44)2/cos2(π/44) 

 

B1 +B2 +B3 +B4 +B5+B6 +B7 +B8 +B9+B10 +B11＝Z(2)＝π2/8 となります。 

B1, B2, B3, B4, B5, B6, B7, B8, B9, B10, B11 が Z(2)の１１分身です。 

 

念のため、Excel マクロで数値検証を実行しましたが、全て左辺の級数は右辺値に収束しました。 

また右辺値に対して“B1 +B2 +B3 +B4 +B5+B6 +B7 +B8 +B9+B10 +B11”を計算すると、①のπ2/8 に一致

しました。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝  

 

 上の分割級数の導出過程を簡単に述べます。 

三角関数タンジェントの部分分数展開式は次のものです。 

  1/(12-x2) +1/(32-x2) +1/(52-x2) +・・＝(π/(4x))tan(πx/2) 

 



 上式を１回微分して次式②を得ますが、これを使います。  

 

 1/(12 -x2)2 +1/(32 -x2)2 +1/(52 -x2)2 +・・＝(π/(4x))2/cos2(πx/2)  + Others(x)   -----② 

 

 ここで右辺の Others(x)はじつは Others(x)＝-(π/(8x3))tan(πx/2)ですが、今回は無視してよい個所なので

Others(x)としました。 

 

②の x に特定の値を代入することで、Z(2)の分割級数が次々に求まっていきます。以下の通り。 

 ②の x に 21/22 を代入すると、B1 が得られる。  

 ②の x に 19/22 を代入すると、B2 が得られる。  

 ②の x に 17/22 を代入すると、B3 が得られる。  

 ②の x に 15/22 を代入すると、B4 が得られる。  

 ②の x に 13/22 を代入すると、B5 が得られる。  

 ②の x に 11/22 を代入すると、B6 が得られる。  

 ②の x に 9/22 を代入すると、B7 が得られる。  

 ②の x に 7//22 を代入すると、B8 が得られる。  

 ②の x に 5/22 を代入すると、B9 が得られる。  

 ②の x に 3/22 を代入すると、B10 が得られる。  

 ②の x に 1/22 を代入すると、B11 が得られる。  

 

注記：値を代入された②の左辺から L(1)分割級数も出るのですが、それは今回は興味がないので無視します。右辺からも左辺の

L(1)分割級数に対応した値が Others(x)から出ますがそれも無視します。興味がないものは Others(x)に押し込んで無視するので

す。なぜこんなことをするかと言うと、高次のζ(4)や L(5)やζ(6)・・などを求める際にこの方法を使うと、計算量を劇的に減ら

せるからです。ζ(2)分割ではまだその有難味はわかりませんが、高次の計算ではこのアイディアが絶大な威力を発揮します。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

 このようにζ(2)すなわち Z(2)の分身たちが求まりました。式の美しい秩序を味わってください。 

 

単発的に見える“1 +1/32 +1/52 +1/72 +1/92 +1/112 +・・＝π2/8”の裏側に壮大な秩序が隠されていま

す。今回の１１分割はその一端を見ているにすぎず、ゼータの奥深いフラクタル構造からさまざまな分身

たちが湧き出てきます。 

 

  ここで、B6 はじつは Z(2)そのものとなっていることにも注意してください。 

 

B6 ＝1/112 + 1/332 +1/552 +1/772 + 1/992 +1/1212 +・・  ＝(π/44)2 /cos2(11π/44) 

 

上は次のように変形できるので、これは冒頭の Z(2)そのものとなっています。 

 

 (1/112)(1 + 1/32 +1/52 +1/72 + 1/92 +1/112 +・・ )＝(1/112) (π/4)2/cos2(π/4)＝(1/112) (π2/8) 

 

以上。 

                                  2019.6.8  杉岡幹生 


