
ラマヌジャンの和について(その 2) 
T.N. 

１．周期           をもつｐ関数 

(その 1)では例えば 

   
  

      

 

   

 
 

   
   

  

      

 

   

  
 

   
 

 

  
 
 

 
 
 

   
 

      
 

 

  
 

 

  

 

   

   

などを求めたが、ここでは 

   
  

            

 

   

  
 

   
   

  

            

 

   

 
 

   
 

 

   
 
    

 
 
 

  

   
  

            

 

   

  
 

   
   

 

            

 

   

 
 

  
 

  

   
  

などを求める。まず定数    を次のように定める。 

        
  

     

 

 

                             

これはレムニスケート周率と似たようなものであって、ある種の曲線の周長の半分を表すと考えられる。 

この表記方法に従えば、レムニスケート周率は次のように書くのが自然だろう。 

          
  

     

 

 

 

さて、周期           をもつワイエルシュトラスのｐ関数は 
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  ℤ     ℤ     

   

 

で定義される。但し  ＋ ＋   である。ｐ(ｚ)は二重周期関数で、複素平面において格子ℤ     ℤ     

上の点でのみ 2位の極をもち、それ以外で正則な複素関数である。 

変数変換  
 

  
により 

       
  

     

 

 

   
  

      

 

 

 

となるから慣用の記号で         が導かれる。これより               の満たす微分方程式 

   ´                

と、さらにこれをもう一度微分した 

  ´´            

を得る。続いて p(ｚ)の原点におけるローラン展開を 

   ；            
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と書く。この展開係数で数  を定義する。ｐ(z)の定義より 

                        

が成り立つから、  は nが６の倍数のとき以外は 0である。従って 

    ；            
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と書き換えておく。微分方程式 

 ´´           

にこの表式を代入し、展開係数を比較することで  に関する漸化式 

    
 

  
                                         

  
  
                  

   

   

 

を得る。いくつかの値を計算してみたので表にしておく。 

n 6 12 18 24 30 36 

    

  
 
    

   
 
       

   
 
           

   
 
                

   
 
                        

      
 

 

ｐ(z)の定義式の右辺を 

 

      
 

 

  
＋
  

  
＋
   

  
＋  

を用いて展開したものと、  の定義式を比較することで 

  
 

   
  ℤ ℤ 

   

 
       

  

     
           

が成り立つことがわかる。要するにこれは 0を除くアイゼンシュタイン整数の逆６ｎ乗和である。 

 

２．具体的計算 

      
 

 
   とする。アイゼンシュタイン級数のモジュラー性から、   のとき 

         
 

     
       

 

 
           

                                     

が成り立つ。これより            がわかる。よって 

    
     

     
                   

 

   

 

ここで 

                    
  

 
 
 

 
                   

に注意すると、最終的に 



  
     

            

 

   

 
     
     

        

を得る。同様にして            もわかるので 

  
     

            

 

   

 
     
     

        

を得る。具体的にいくつか値をあげると 

  
  

            

 

   

 
  

   
   

   

            

 

   

 
 

  
   

   

            

 

   

 
       

     
     

  
  

            

 

   

 
  

   
   

  

            

 

   

 
 

   
   

   

            

 

   

 
     

     
     

などとなる。またアイゼンシュタイン整数の逆６k乗和 
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は少し書き換えることで 
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に等しいことがわかる。よって 
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となって、前問と同様にして約数関数を含まない形に書き換えてから少し整理すると 

  
     

            

 

   

 
 

   
           

    

 
 
  

            

を得る。具体的にいくつか値をあげると 

  
  

            

 

   

 
 

   
 

 

   
 
    

 
 
 

    
   

            

 

   

 
    

     
 
    

    
 
    

 
 
  

    

  
   

            

 

   

 
     

     
 
       

    
 
    

 
 
  

   

  
   

            

 

   

 
          

      
 
           

    
 
    

 
 
  

     

などとなる。ここで例外的な扱いになるのは 



  
 

            

 

   

 
 

  
 

  

   
  

である。これについては 

       
 

  
    

 

 
  

  

  
  

において   とすることで 

       
 

  
    

 

 
  

  

  
       

   
 

 
    

   

 
           

 

 
 
  

 
 
 

 
   

              
 

 
 
  

 
        

 

 
 
  

 
 
 

 
           

   

 
  

したがって 

   

 
                            

 

   

 

となるから、求める結果を得る。 

3．分母が                              となる場合 

(その 1)と同様の方法になるので結果だけ書くと、         に対して 
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また、 

  
 

                     

 

   

  
 

 
          

          

          
    

     
      
    

      
     

      
  

      
    

   

                 
  

 
    

が成り立つ。具体的にいくつか値をあげると 

  
 

                
  

 

 
 

 

   

    
      

     
  

  
 

                 
  

 

 
 

 

   

     
         

          
  

  
 

                 
  

 

 
 

 

   

     
            

                
  



  
 

                 
  

 

 
 

 

   

     
                

                       
  

などとなる。 

 

同じく         に対して 

  
 

                    

 

   

  
 

 
         

         

         
    

     
     
    

      
     

     
  

      
  

   

                
   

 
     

また、 
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が成り立つ。具体的にいくつか値をあげると 

  
 

                
  

 

 
 

 

   

    
    

  
  

  
 

                
  

 

 
 

 

   

    
    

      
  

  
 

                 
  

 

 
 

 

   

     
        

           
  

  
 

                 
  

 

 
 

 

   

     
           

                 
  

などとなる。上では nの指数によってわざわざ４つのタイプ 

                             

に分けており、かつ総和の項数も対称性から削減している。このようにしたのは実際に計算を行うことを

目的としたこちらの都合による。よって、もっと簡単な表示があるかもしれない。 

 

例によって 

  
 

               

 

   

    
 

                

 

   

    
 

                 
 

 

   

 

などを求める方法は分からなかった。 



 

４．散発的な話題 

(その１)の内容を用いることで得られる、いくつかの結果を書いておく。 

 
 

      

 

   

 
 

 
 

 

         

 

   

 

 
  

      

 

   

 
 

 
 

 

         

 

   

 
 

 
 

 

         

 

   

 

 
  

      

 

   

 
 

 
 

 

         

 

   

 
  

 
 

 

         

 

   

 
  

 
 

 

         

 

   

 

…などが成立することから、 

  
 

         

 

   

 
 

 
 

 

  
  

  
 

         

 

   

  
 

  
 

 

  
 

 

  
 
    

 
 
 

  

  
 

         

 

   

 
   

    
 

 

   
 

 

  
 
    

 
 
 

  

…などを得る。ここで    は冒頭であげたようにレムニスケート周率である。 

 

また、アイゼンシュタイン級数を用いたペー関数のローラン展開 
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と、ｐ(ｚ)の満たす微分方程式 

   ´                                              

およびこれをもう一度微分した 

  ´´                 

から次の漸化式が導かれる。 

                                                        

   

   

 

さらに 
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を用いることで 

     
                                    

                   

などを得る。 



これと 

          
  

   
         

 

   

                      

を用いて係数比較を行うことで、自然数 nの約数の累乗和の間に成り立つ関係式 

                      

   

   

           

                                          

   

   

    

                                                                    

   

   

    

                                  

   

   

           

                                   

   

   

           

などがわかる。 


